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线性映射

定义
从 Rn 到 Rp 的线性映射是具有以下性质的映射 A : Rn → Rp:

• 对所有 x , y ∈ Rn 都有 A(x + y) = A(x) + A(y);
• 对所有 λ ∈ R, x ∈ Rn 都有 A(λx) = λA(x).

从 Rn 到 Rp 的所有线性映射构成集合记为 L(Rn,Rp).
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线性映射的矩阵

定义
设 A ∈ L(Rn,Rp), 并设 (e1, · · · , en) 是 Rn 的标准基, (e′1, · · · , e′p)
是 Rp 的标准基. 对于 1 ≤ j ≤ n,

Aej =
∑

1≤i≤p
aije′i then A has the matrix

a11 · · · a1n
...

...
ap1 · · · apn
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一些记号

定义
所有 p × n 的实矩阵构成的集合记为 Mat(p × n,R), 它是 R 上的
线性空间.
对于 n = p 的特殊情况. 定义为

End(Rn) := L(Rn,Rn), Mat(n,R) := Mat(n × n,R).

考虑 End(Rn) 中可逆的线性映射及其对应的矩阵, 定义为

Aut(Rn) ⊂ End(Rn), GL(n,R) ⊂ Mat(n,R).

GL(n,R) 被称为 R 上的 n 阶一般线性群.
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一些记号

定义
R 上行列式为 1 的 n 阶方阵集合

SL(n,R) := {A ∈ GL(n,R) : det A = 1}

构成 GL(n,R) 的一个子群, 称为 R 上的 n 阶特殊线性群.
所有 n 阶实正交方阵的集合

O(n,R) := {A ∈ GL(n,R) : ATA = AAT = I}

构成一个群, 称为 R 上的 n 阶正交群. 我们称

SO(n,R) := O(n,R) ∩ SL(n,R)

为 R 上的 n 阶特殊正交群.
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一些记号

定义
考虑可逆线性映射 c : Mat(p × n,R) → Rpn.

A =

a11 · · · a1n
...

...
ap1 · · · apn

 7→ c(A) := (a11, · · · , ap1, · · · , a1n, · · · , apn)

得到以下线性空间的同构

L(Rn,Rp) ' Mat(p × n,R) ' Rpn
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线性映射的范数

定义
设 A ∈ L(Rn,Rp), 定义其 Euclid 范数为

‖A‖Eucl := ‖c(A)‖ =

√ ∑
1≤j≤n

‖Aej‖2 =
√ ∑

1≤i≤p,1≤j≤n
a2ij .

引理
对于任意的 A ∈ L(Rn,Rp) 和 h ∈ Rn,

‖Ah‖ ≤ ‖A‖Eucl‖h‖.
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线性映射的范数

注意到
‖A‖2Eucl =

∑
1≤i≤p,1≤j≤n

a2ij = Tr(AAt).

若 AB,BA 均存在定义, Tr(AB) = Tr(BA).
在正交变换下, 考虑正交阵 P,Q,

Tr((Q−1AP)(Q−1AP)t) = Tr(QtAPPtAtQ)

=Tr(QtAAtQ) = Tr(AtQQtA) = Tr(AtA).

当 n = p 时, 考虑可逆方阵 P,

Tr((P−1AP)(P−1AP)t) = Tr(P−1APPtAt(P−1)t)

=Tr(P−1PAAtPt(P−1)t) = Tr(AAt).
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线性映射的范数

定义
设 A ∈ L(Rn,Rp), 定义其 Operator Norm 为

‖A‖ = sup{‖Ah‖ : h ∈ Rn, ‖h‖ = 1}.

引理
对于任意的 A,B ∈ L(Rn,Rp) 和 c ∈ R,

‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖cA‖ = |c|‖A‖.
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2.2

练习.
设 A ∈ Aut(Rn) 和 B ∈ End(Rn). 满足 ‖B − A‖ · ‖A−1‖ < 1.
证明: B ∈ Aut(Rn), 并且 ‖B−1‖ ≤

(
‖A‖−1 − ‖B − A‖

)−1.

证明.
对于任意的 x ∈ Rn,

‖Bx‖ ≥‖Ax‖ − ‖(B − A)x‖ ≥ ‖A−1‖−1‖A−1Ax‖ − ‖(B − A)x‖
=
(
‖A−1‖−1 − ‖B − A‖

)
‖x‖

这说明 B 为单射, 故可逆. 然后取 x = B−1y 即可.
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引理
Aut(Rn) 是线性空间 End(Rn) 中的开集, 即 GL(n,R) 是
Mat(n,R) 中的开集.

证明.
注意到 A ∈ GL(n,R) 当且仅当 det A 6= 0. 考虑 End(Rn) → R 的
连续函数 f (A) = det A. 因此

GL(n,R) = f −1((−∞, 0) ∪ (0,+∞))

为开集的原象, 因此也为开集.
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伴随

定义
设 A ∈ L(Rn,Rp). A 的伴随是指满足如下条件的函数
At : Rp → Rn: 对所有 x ∈ Rn, y ∈ Rp, 均有 〈Ax , y〉 = 〈x ,Aty〉.

定理
若 A ∈ L(Rn,Rp), 则 A 的伴随 At ∈ L(Rp,Rn), 并且 At 对应的
矩阵是 A 对应的矩阵的转置.
(证明详细过程见 Linear Algebra Done Right,3E 7.5)
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自伴算子和反自伴算子

定义
A ∈ End(Rn) 为自伴算子当且仅当对所有 x , y ∈ Rn 均有
〈Ax , y〉 = 〈x ,Ay〉. 即 A = At , 即 A 对应的矩阵为对称矩阵.
End(Rn) 上所有自伴算子组成的集合记为 End+(Rn).
A ∈ End(Rn) 为反自伴算子当且仅当 At = −A, 即 A 对应的矩阵
为反对称矩阵.
End(Rn) 上所有反自伴算子组成的集合记为 End−(Rn).

定理

End(Rn) = End+(Rn)⊕ End−(Rn).
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Riesz 表示定理

定理 (Riesz 表示定理)
设 φ 是 Rn 上的线性函数, 则存在唯一的 u ∈ Rn 使得对每个
v ∈ Rn 均有 φ(v) = 〈v , u〉.

证明.
先证存在性. 设 e1, · · · , en 为 Rn 的标准基, 则对每个 v ∈ Rn

φ(v) = φ(〈v , e1〉e1, · · · , 〈v , en〉en)

= 〈v , e1〉φ(e1) + · · ·+ 〈v , en〉φ(en)

= 〈v , φ(e1)e1 + · · ·φ(en)en〉.

因此, 取 u = φ(e1)e1 + · · ·φ(en)en 满足条件.
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Riesz 表示定理

证明.
再证唯一性. 设 u1, u2 ∈ Rn 使得对每个 v ∈ Rn 均有

φ(v) = 〈v , u1〉 = 〈v , u2〉.

则对每个 v ∈ Rn 均有

0 = 〈v , u1〉 − 〈v , u2〉 = 〈v , u1 − u2〉.

取 v = u1 − u2 可得 u1 − u2 = 0. 即 u1 = u2, 唯一性得证.
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引理
设 T ∈ L2(Rn,R), 则存在唯一的 λ(T ) ∈ End(Rn) 使得对每个
h, k ∈ Rn 均有

T (h, k) = 〈λ(T )h, k〉.

证明 1.
固定 h, 由 Riesz 表示定理, 存在唯一的 f (h) ∈ Rn 使得对每个
k ∈ Rn 均有 T (h, k) = 〈f (h), k〉. 易证 f (h) 为线性映射.

证明 2.

L2(Rn,R) ∼−→ L(Rn,L(Rn,R)) ∼−→ L(Rn,Rn) = End(Rn).
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映射的微分

定义
设 U 是 Rn 中的开集, 设 a ∈ U 和 f : U → Rp. 如果存在
Df (a) ∈ L(Rn,Rp) 使得

lim
x→a

‖f (x)− f (a)− Df (a)(x − a)‖
‖x − a‖ = 0,

称 f 在 a 处可微, 其中 Df (a) 为 f 在 a 处的微分.
换句话说, 就是存在映射 ϵa : Rn → Rp 满足, 对任意的满足
a + h ∈ U 的 h,

f (a + h) = f (a) + Df (a)h + ϵa(h) with lim
h→0

‖ϵa(h)‖
‖h‖ = 0.
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可微的充要条件

引理
设 U 是 Rn 中的开集, 设 a ∈ U 和 f : U → Rp. f 在 a 处可微当
且仅当存在映射 ϕa : U → L(Rn,Rp) 在 a 处连续, 并且满足

f (x) = f (a) + ϕa(x)(x − a).

若存在 ϕa 满足上述条件, 那么 ϕa(a) = Df (a).
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可微的充要条件

证明.
充分性. 只需验证 ϕa(a) 为 f 在 a 处的微分即可.
必要性. 构造映射

ϕa(x) =

Df (a) + 1

‖x − a‖2 ϵa(x − a)(x − a)t , x ∈ U \ {a};

Df (a), x = a.

直接计算得 ‖ϵa(h)ht‖Eucl = ‖ϵa(h)‖‖h‖, 因此

lim
h→0

‖ϵa(h)ht‖Eucl
‖h‖2 = lim

h→0

‖ϵa(h)‖
‖h‖ = 0.

这表明 ϕa 在 a 处连续.
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2.44

练习.

对于 A ∈ Mat(n,R), 定义 eA =
∞∑

k=0

1
k!A

k . 证明: det eA = eTrA.

证明 1.
考虑 A 的 Jordan 标准形, 设 A = Pdiag(· · · , Jmij (λi), · · · )P−1,
则 eA = Pdiag(· · · , eJmij (λi ), · · · )P−1, 其中 eJmi j (λi ) 是对角元素为
eλi 的上三角方阵. 故 det eA =

∏
i ,j

emijλi = eTrA.
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2.44

证明 2.
依次证明以下结论.

• (D det)(A)H = Tr(A∗H) = 〈(A∗)t ,H〉.
• A 可逆时, (D det)(A) = det A(Tr ◦ A−1).
• d

dt etX = etX X .
• etX e−tX = I.
• d

dt det etX = det etX (Tr ◦ e−tX )etX X = Tr X det etX .
• det etX = etTr X .

• det eX = eTr X
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2.45

练习.
我们已经知道了 Aut(Rn) 是 End(Rn) 的开子集. 定义映射
F : Aut(Rn) → Aut(Rn), F (A) = A−1.
证明: F 为 C∞ 映射, 并计算各阶微分.
注意到 A−1 = A∗/|A|, 故 F 是可微的. 考虑 AF (A) = I, 微分得
HF (A) + ADF (A)H = O, 即 DF (A)H = −A−1HA−1.
计算二阶微分需要做一些准备, 定义如下函数:
G : End(Rn)× End(Rn) → End(End(Rn)),G(A,B)(H) = −AHB
∆ : End(Rn) → End(Rn)× End(Rn),∆(B) = (B,B)
因此 DF = G ◦∆ ◦ F , 由链式法则, 得到

D2F (A) = DG(A−1,A−1) ◦∆ ◦ G(A−1,A−1).
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2.45

注意到 ∆ 为线性函数, G 为双线性函数.

D2F (A)(H1,H2)

=(DG(A−1,A−1) ◦∆ ◦ G(A−1,A−1)H1)H2

=DG(A−1,A−1)(−A−1H1A−1,−A−1H1A−1)(H2)

=G(−A−1H1A−1,A−1)(H2) + G(A−1,−A−1H1A−1)(H2)

=A−1H1A−1H2A−1 + A−1H2A−1H1A−1.

类似的, 归纳得到

DkF (A)(H1, · · · ,Hk)

=(−1)k
∑
σ∈Sk

A−1Hσ(1)A−1Hσ(2)A−1 · · ·A−1Hσ(k)A−1.
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2.46

注意到 (I + K )(I − K + · · ·+ (−1)kK k) = I + (−1)k+1K k+1.

F (I + K ) =
∑

0≤j≤k
(−K )j + (−K )k+1F (I + K ), ‖K‖ < 1.

当 ‖H‖ < ‖A−1‖−1 时, 成立

F (A + H) =F (I + A−1H)F (A)

=
∑

0≤j≤k
(−A−1H)jA−1 + (−A−1H)k+1F (I + A−1H)F (A)

=
∑

0≤j≤k
(−1)jA−1HA−1 · · ·A−1HA−1 + Rk(A,H).

其中 ‖Rk(A,H)‖ = o(‖H‖k). 因此即为 F 在 A 点的 Taylor 展开.
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2.46

DkF (A)(Hk) = (−1)kk!A−1HA−1 · · ·A−1HA−1.

注意到恒等式

a1a2 · · · an =
1

n!

n∑
k=0

(−1)n−k
∑

i1<···<ik

(ai1 + · · ·+ aik )
n.

由于 DkF (A) 是对称的, 因此其由 DkF (A)(Hk) 唯一确定. 考虑

T (H1, · · · ,Hk)

=(−1)k
∑
σ∈Sk

A−1Hσ(1)A−1Hσ(2)A−1 · · ·A−1Hσ(k)A−1.

由于 T (Hk) = DkF (A)(Hk), 且 T 是对称的, 因此 DkF (A) = T .
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2.62(Morse 函数)

练习.
设函数 f ∈ C2(Rn). 若 f 的所有临界点 (critical points) 都非退
化 (Hessian 矩阵非奇异), 称 f 为 Morse 函数. 证明: Morse 函数
f 在 Rn 上的紧集上至多有限个临界点.
我们只需要证明非退化临界点是孤立的, 即对于函数 f 的非退化
临界点 x0, 存在一个开邻域 U, 使得 U 中仅有 x0 一个非退化临
界点. 然后用有限覆盖定理即可得到结论成立.
对于函数 f 任意的非退化临界点 x0, 不妨设 x0 = 0.
由于 Hf (x0) 为实对称阵, 存在正交阵 P, 使得 P−1Hf (x0)P 为对
角阵. 考虑正交坐标变换 x = Py , 令 g(y) = f (Py), 那么
Dg(y) = Df (x)P,Hg(y) = P−1Hf (x)P.
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2.62(Morse 函数)

得到 Hg(y0) = diag(λ1, · · · , λn), 其中 λi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n.
对于 1 ≤ i ≤ n, 由连续性, 存在 δi > 0, 使得 max

1≤k≤n
(|yk |) < δi 时∣∣∣∣∂2g

∂y2
i
(y)

∣∣∣∣ > |λi |
2

,

∣∣∣∣ ∂2g
∂yi∂yj

(y)
∣∣∣∣ < |λi |

2n ,∀j 6= i .

取 δ = min
1≤i≤n

δi . 对于任意满足 0 < max
1≤k≤n

(|yk |) < δ 的 y , 设

0 < |yi | = max
1≤k≤n

(|yk |) < δ ≤ δi .∣∣∣∣ ∂g
∂yi

(y)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

d
dt

∂g
∂yi

(ty)dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∑
1≤j≤n

∂2g
∂yi∂yj

(ty)yjdt

∣∣∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣yi

∫ 1

0

∂2g
∂y2

i
(ty)dt

∣∣∣∣−∑
j ̸=i

∣∣∣∣yj

∫ 1

0

∂2g
∂yi∂yj

(ty)dt
∣∣∣∣ ≥ |yiλi |

2n > 0.

因此 y 不是 g 的临界点.
MatrixBi 数学分析 Webinar
Differentiation 32 / 40



线性映射 伴随 可微映射 高阶微分 含参变量的积分

Morse 引理

定理 (Morse 引理)
设 U0 是 Rn 中的开集, f ∈ Ck(U0), 其中 k ≥ 3. 设 x0 ∈ U0 是 f
的非退化临界点, 那么存在 x0 的开邻域 U0 和 0 的开邻域 W ,
存在一个从 W 到 U 的 Ck−2 微分同胚 φ, 满足 φ(0) = x0, 并且

f ◦ φ(w) = f (x0) + w2
1 + · · ·+ w2

p − w2
p+1 − · · · − w2

n (w ∈ W ).
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1 线性映射

2 伴随

3 可微映射

4 高阶微分

5 含参变量的积分

MatrixBi 数学分析 Webinar
Differentiation 34 / 40



线性映射 伴随 可微映射 高阶微分 含参变量的积分

含参变量的常义积分

定理
设 K 是 Rn 中的紧集, J 是 R 上的闭区间. 设 f : K × J → Rp 为
连续映射. 那么映射 F : K → Rp, 定义为

F (x) =
∫

J
f (x , t)dt

为连续映射. 即对于任意的 a ∈ K, 成立

lim
x→a

∫
J

f (x , t)dt =

∫
J

lim
x→a

f (x , t)dt.
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含参变量的常义积分

定理
设 K 是 Rn 中的紧集, 有非空内部 U. 设 J 是 R 上的闭区间. 设
f : K × J → Rp 为连续映射, 设 f : K × J → Rp 为为满足以下条
件的映射.

• f 连续.
• f 关于 U 中变元的微分 D1f : U × J → L(Rn,Rp) 连续.

那么映射 F : U → Rp, 定义为 F (x) =
∫

J f (x , t)dt 为可微映射且
满足

D
∫

J
f (x , t)dt =

∫
J

D1f (x , t)dt.
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含参变量的反常积分

定义
设 A 是 Rn 中的子集, J = [c,+∞) 是 R 上的无限区间. 设
f : A × J → Rp 为连续映射. 设存在连续映射 F : A → Rp, 定义
为

F (x) =
∫

J
f (x , t)dt.

若对于任意的 ε > 0, 存在 D > c, 使得对任意 x ∈ A 和 d ≥ D,
成立 ∣∣∣∣F (x)−

∫ d

c
f (x , t)dt

∣∣∣∣ < ε,

称
∫

J f (x , t)dt 在 A 上一致收敛.
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含参变量的反常积分

定理
设 K 是 Rn 中的紧集, J = [c,+∞) 是 R 上的无限区间. 设
f : K × J → Rp 为连续映射. 设存在映射 F : K → Rp, 定义为

F (x) =
∫

J
f (x , t)dt,

并且
∫

J f (x , t)dt 在 K 上一致收敛.
那么 F 是连续映射, 即对于任意的 a ∈ K, 成立

lim
x→a

∫
J

f (x , t)dt =

∫
J

lim
x→a

f (x , t)dt.
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含参变量的反常积分

定理
设 K 是 Rn 中的紧集, 有非空内部 U. 设 J = [c,+∞) 是 R 上的
无限区间. 设 f : K × J → Rp 为为满足以下条件的映射.

• f 连续并且
∫

J f (x , t)dt 收敛.
• f 关于 U 中变元的微分 D1f : U × J → L(Rn,Rp) 连续.
• 存在函数 g : J → [0,+∞) 使得对任意 (x , t) ∈ U × J 有
‖D1f (x , t)‖Eucl ≤ g(t), 并且

∫
J g(t)dt 收敛.

那么映射 F : U → Rp, 定义为 F (x) =
∫

J f (x , t)dt 为可微映射且
满足

D
∫

J
f (x , t)dt =

∫
J

D1f (x , t)dt.
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例 ∫ +∞

0

sin t
t dt =

π

2
.

引入收敛因子 e−xt , 定义 F (x) =
∫ +∞

0

e−xt sin t
t dt, x ∈ [0,+∞).

对于任意的 a > 0, 当 x > a 时, 有 |D1f (x , t)| = |e−xt sin t| ≤ e−at , 在
(a,+∞) 上, 有

F ′(x) = −
∫ +∞

0

e−xt sin tdt = − 1

1 + x2
.

由 a 的任意性, 得到 F (x) = c − arctan x ,∀x > 0.

考虑 F
(

x
p

)
=

∫ +∞

0

e−xt sin pt
t dt,∀p > 0.

令 p → 0+, 得到 c − π
2 = 0, 因此 F (x) = π

2 − arctan x , 进而∫ +∞

0

sin t
t dt = F (0) =

π

2
.
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